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Résumé Dans cette article, une méthode de résolution d’un probleme de
programmation quadratique a variables bornées avec une M-matrice est
présentée. Elle se base sur les algorithmes de Luk et Pagano [2], Stachurski
[4], ainsi que sur 'algorithme de Voglis et Lagaris [7]. Les deux premiers
utilisent le fait qu’une M-matrice possede une inverse non négative qui
permet d’avoir une suite monotone de solutions réalisables, tandis que
le troisitme s’inspire d’une méthode de points extérieurs [6]. En intro-
duisant le concept de support pour une fonction objectif [17], notre ap-
proche se différencie par une condition plus générale qui permet d’avoir
une pseudo-solution liée & un support coordinateur. La programmation
sous MATLAB de notre méthode nous a permis de faire une comparaison
numérique avec la méthode d’activation des contraintes (ASM) existante
dans la Toolbox SVM de Matlab, et de les illustrer par deux exemples.

Mots clés Programmation quadratique convexe, M-matrices, méthode
de Newton projetée, méthode de support, comparaison numérique.

1 Introduction

Dans la littérature, plusieurs approches ont été proposées pour la résolution
des problemes de programmation quadratique quand la matrice D associée est
définie positive. Cependant, il est possible d’exploiter les propriétés spéciales
d’une M-matrice pour obtenir des algorithmes spéciaux plus efficaces. D’ailleurs,
de tels problemes avec des M-matrices trouvent des applications dans la résolution
numérique des équations aux dérivées partielles elliptiques. Ces problemes in-
cluent divers types de problemes de Dirichlet avec obstacles [11,12], les modeles
d’application de torsion & une barre [20], etc. Les M-matrices sont aussi connues
pour avoir de nombreuses applications dans la modélisation des systéemes dyna-
miques, dans les sciences économiques et écologiques [13,14,15]. Plusieurs de leurs
propriétés sont utilisées pour établir des résultats de stabilité pour les systemes
dynamiques en général [8,9].

L’objet de ce travail est le développement d’une nouvelle méthode pour la
résolution des problémes de programmation quadratique a variables bornées avec
une M-matrice. En s’inspirant des travaux de Luk et Pagano [2], Stachurski [4],
ainsi que sur l'algorithme de Voglis et Lagaris [7], et en introduisant le concept
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de support pour une fonction objectif [17], nous avons pu construire une méthode
qui se différencie des travaux précités par une condition plus générale qui permet
d’avoir une pseudo-solution liée & un support coordinateur.

2 Position du probléme et définitions

Considérons le probléeme de programmation quadratique a variables bornées

suivant :
F(z) = 32" Dz + ¢’z — min,

(1)
I <x<wu,
otc=c(J)=(¢;, jeJd),i=I0J)=(;, jeJ),u=ulJ)=(u;, jeJ)et
x =x(J) = (x5, j € J)sont des n-vecteurs réels, avec J = {1,2,--- ,n}. La
matrice D = D(J, J) est une M-matrice carrée symétrique (D = DT) d’ordre
n. Le symbole () est celui de la transposition.

Rappelons qu’une M-matrice D = (d;;, 1 < 4, j < n) satisfait les conditions
suivantes [2,15] :

dii > 0, dij <0, i3], D l>o,

ot le symbole D~! > 0 veut dire que tous les éléments de la matrice inverse D1
sont positifs ou nuls. De plus, Une M-matrice symétrique est toujours définie
positive (z7' Dz > 0, V 2 # 0) et toute sous-matrice carrée symétrique d’une
M-matrice est une M-matrice.

Définition 1.

Un vecteur z tel que I < x < u est appelé solution réalisable du probleme (1).
Une solution réalisable 20 est dite optimale si elle réalise le minimum de la fonc-
tion objectif du probléme (1).

Ainsi, nous avons

Théoréme 1. Une solution réalisable z° du probléme (1) est optimale si et seule-
ment si les conditions suivantes sont satisfaites :

Kol = g0z
) = = g;(2°) <0, (2)
lj<aj<u; = g;(@%)=0, jeJ

ot g(x) = g(J) = Dx + ¢ est le gradient de la fonction objectif F' au point x.

Considérons le probleme de programmation quadratique sans contraintes :

F(z) = 327Dz + ¢’z — min,

(3)

r e R™.
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La solution optimale Z du probleme (3) vérifie
Di4+c=0 <= z=-D'c

Soient Jg et Jy une partitionde J : JgUJy = J, JsNJy = (. Le gradient
de la fonction objectif F' au point x peut alors s’écrire sous la forme suivante :

g= (gi) , 9s = 9(Js) = Dsxs+Dsnxn+cs, gy = 9(Jn) = Dnsrs+Dyxy+en,

ou

T = <x5>  c= (CS) , Dg = D(Js, Js), Dy = D(Jx,Jn), Dsn = D(Jg, ).
N CN

Pour tout sous-ensemble Jg dans J, la condition suivante est vérifiée :
det Dg = det D(Jg, Jg) # 0.

Définition 2.

Le sous-ensemble Jg est appelé support de la fonction objectif F' et le couple
{z, Js}, formé d’une solution réalisable x et du support Jg, est appelé solution
réalisable de support.

Définition 3.
- Soient J; et J_ des ensembles d’indices tels que : Jy UJ_ = Jy, JLNJ_ = 0.

Un vecteur k = k(J) = <I€(Js), k(J1), fi(J,)) vérifiant

£(J4) = U(J4),

R(J_) = (),

ks = —Dg'[cs + Dsnkn]
est dit pseudo-solution du probléeme(1). Une pseudo-solution s vérifie gs(x) = 0.
De plus, si k vérifie 'inégalité I(Js) < k(Js) < u(Jg), alors s sera une solution
réalisable.

- Le support J, = {Jg,J4,J_} est appelé support coordinateur s’il existe une
pseudo-solution « telle que :

9;(k)
9;(K)

IN IV

07 j € J+, (4)
0, jeJ. (5)

On dit dans ce cas que la pseudo-solution k est associée au support coordinateur
Jp.

Théoréme 2. Une pseudo-solution k associée a un support coordinateur J,, est
optimale dans le probléme (1) si et seulement si

ljSIijS'U«Jy jEJS~ (6)

444



Preuve 1. Le vecteur k est une solution réalisable et satisfait les conditions
d’optimalité (2).0

Remarque 1. Comme ¢(Z) = 0, alors la solution optimale Z du probléme sans
contraintes (3) est une pseudo-solution du probléme (1), associée & un support
coordinateur J, = {Jg,Jy,J_}, avec Jg = J et Jy = J_ = (. D’aprés le
théoréme 2, si | < 7 < u, alors 2 = 7 est une solution optimale du probléme (1).

Considérons le dual du probléme primal (1) :

1
p(k) = 7§I€TDI£ + T — whu — max, (7)
Dk+c—v+w=0, (8)
A= (k,v,w),k €R™, v >0, w>0. (9)

Définition 4.

- Tout triplet A = (k,v,w) € R™ x R™ x R™ vérifiant (8) et (9) est appelé solution
réalisable duale du probleme (7)-(9).

- Soit Jp = {Js, J4+,JJ-} un support coordinateur du probleme (1). Alors le vec-
teur A = (k, v, w) défini par

v; =g;(k), w;=0 jeJy,
v; =0, wj = —g;(k) jeJ,
szij(L jEJs,

est dit solution réalisable accordée du probleme dual (7)-(9).

Lemme 1. [16] Pour toute solution réalisable duale quelconque \ = (k,v,w), il
existe une solution réalisable duale accordée A = (R, 0, w) telle que

o) < p(N). (10)

En vertu de ce lemme, on ne s’interesse dorénavant qu’aux solutions réalisables
duales accordées.

3 Algorithme de la méthode

Poser k = 0 et calculer la pseudo-solution x(°) du probleme(1) :

g(O)(H(O)) = Dr© +e=0—= k0 = _p-le

(1) Si £ est tel que [ < k0 < u, alors terminer et le vecteur 20 = %) est la
solution optimale du probléme (1).
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(2) Sinon, définir les ensembles Jék), JJ(rk), JH) et J](\?) tels que :

JJ(rk) ={jeJ: Kg-k) <lj, ou H;k) =1y, g](»k) > 0},

J® = {jed: ngk) > uj, ou ng-k) = uj, g§k) <0}, J](\;C) = (Jik) U Jik)),
Jék) ={jed: ;< K;k) < uj, ou ngk) =1l; et g](»k) <0, ou I-@S»k) =u; et gj(k) > 0},
k k
J=JF v,
(3) Construire x*+1) de la maniére suivante :

Y =1, jed®,

K =u;, jE€E J(_k),
Ii(k+1)(.]ék)) _ —D_l(Jék)’ Jék)) [C(Jék)) + D(Jék), Jﬁ))/ﬁ(k—"—l)(g][(\f))] )
(4) Calculer
k+1 k) (k k k) (k k k
gy V(D) = DI, TR IS +D I TR T +e(TE)).
(5) Vérifier si la nouvelle pseudo-solution est optimale

() Si L <k <y, viedd et "V >0, vied et
g§k+1) <0,Vje J(k), alors stop, la solution est 20 = x(kF+1),

(ii) Sinon, poser k =k + 1 et aller vers (2).

4 Exemple Numérique

Considérons le probleme de programmation quadratique a variables bornées
suivant :

5 .
Flz)=>]_, T? — 21Ty — ToT3 — T3Ty — T4Ts — T1 + 279 + Tx3 — 334 + 425 — min,

—4§$1§4,0§$2S57 _2§$3S3, 1§x4§67 _3§$5§3)

(11)
Ce probleme s’écrit sous la forme (1), avec les données suivantes :
2 -1 0 0 O -1
-1 2 -1 0 0 2
D=DJ,J)=| 0 -1 2 =1 0 |, ec=c)=|T7
0o 0 -1 2 -1 -3
o 0 0 -1 2 4
—4 4
0 5
I=iJ)y=-21, w=ul)=13], J={1,2,3,4,5}.
1 6
-3 3
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— On pose k = 0, et on calcule la pseudo-solution x° du proleme (1) :

9O (K©) = DO 4 =0 = x© = D¢,
5/6 2/3  1/2
2/3  4/3 1
=0 =112 1 3/2
/3 2/3 1
/6 1/3  1/2
—-11/3
—25/3
=0 =1 -11
~20/3
~16/3

£ n’est pas réalisable alors :

Itération 1 :

— On définit les ensembles Jéo), JJ(FO), JO et J](\?) tels que :

1/3
2/3

4/3
2/3

T ={ed: k0 <l ou w7 =15, ¢ >0} =1{2,3,4,5},

J(_O) ={jeJ: /{éo) > uj, ou H;O) = uj, 9§0) <0} =0,
Jéo) ={jedJ:y< H§O) () (©

IV = TP U = (2,3,4,5},

J

— On construit ) de la maniere suivante :

<ljou k;7 =1 et g;’ <0, ou Ii;o)

1/6
1/3
1/2
2/3
5/6

et gj(»o) >0} = {1},

je P,

j € JEO)

1
D) ([
W _; _ | kw2 - 1(0)
Ky =1 = Hfll) = E jeJy’, et
nél) -3
0
(1) J(O) _ (1) 1 1 -2 _
kY (Jg7) =K =3\~ +(-1,0,0,0) 1 =1/2.
-3
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1/2
0
On a donc kM = | —2
1
-3
— On calcule

. > 10 0 0 Y 7/2
Wy o1 {1210 || -2 7 [ 2
avED=1 g gt 012 1|1 T3] 14
0 00 -12/\-3 4 3

~Sil <k <y, Ve P et gV >0, v i€ P et gV <0, vje sV
.non, alors la solution «(!) n’est pas optimale, on pose k =k +1 = 1.

Itération 2 :

~ On redéfinit les ensembles J$, JU J8 et T tels que :

) < l;, ou Ii;l)

L, gV >0} =1{2,3,4},
)>uj, ou n§1)—u3, 93(1)<0} @
Js” ={jeJu <) <} ={1,5},

JP =T ug® = (2,34},

~ On construit x?) selon (12) :

/<;§2) 0
5(2)(JS))= KD = -2 et

o) 1

4

~3/2
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— On calcule g(Q)(J](Vl)) du K(Q)(J](Vl))

2 -10 0 2 7/2
<1/2>+ -1 2 -1 =214+ 7 | = 2

-10
0
—3/2 0 —1 2 1 -3 5/2

gy (@)= 0
0 -1

~ On vérifie si kK est optimale, Si I; < @542) <wj, Vje Jél) et gj(?) >
0, Vje Jg_l) et gj(?) <0, Vje€ J(_l), oui , alors terminer, la solution
optimale du probleme (11) est donc z° = ) = (1/2,0,-2,1,-3/2)7,
avec F(z9) = —25/2.

5 Comparaisons numériques sous Matlab

Nous avons choisi deux problemes représentatifs. Le but est d’examiner 1’effi-
cacité de notre approche nommée Box-QP et de faire une comparaison numérique
avec la méthode d’activation des contraintes (ASM) existante dans la Toolbox
SVM de Matlab. Notre approche a été implémentée sous ’environnement Matlab
version 7.11 et nous avons utilisé un PC portable ayant une RAM de 4GO, une
CPU de 2,30 Ghz, 'ordinateur étant doté du systéme d’exploitation Windows?7.
Les critéres de comparaison entre les deux méthodes sont le temps (CPU) en
seconde et le nombre d’itérations (Iter) nécessaire pour obtenir 'optimum.

5.1 Example 1.
Considérons le programme quadratique (1) :

F(z) = 12"Dz + ¢"2 — min,

1< z<u.

La matrice D choisie est la matrice correspondante a la discrétisation par différences
finies du probléeme de Dirichlet en dimension 1 :

2 -1 O
~12 -1

~12 -1

Les vecteur ¢, [ et u sont générés de la maniere suivante :

Cj = 11—-23 Tj,
lj =8-20 Tj, (14)
uj=11-20r;, j=1n.

Le nombre 7; est un nombre aléatoire qui suit une loi uniforme r; € U [0, 1].
Les temps machine d’exécution (CPU) et le nombre d’itérations (Iter) de chaque
programme pour la résolution du programme quadratique sont représentés dans
le tableau ci-dessous :
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Dimension Box-QP ASM

n Iter | CPU Iter | CPU
200 05 0.0073 13 0.2606
400 06 0.0363 13 0.2523
600 06 0.0768 14 0.2915
1000 07 0.0719 13 0.3097
1200 07 0.0854 14 0.3319
1400 08 0.1108 15 0.3818
1600 08 0.1085 16 0.4104
1800 06 0.1380 16 0.4481
2000 07 0.1569 16 0.4879
2500 07 0.2122 11 0.6040
3000 07 0.2731 15 0.8373
3500 07 0.3409 13 1.0311
4000 08 0.4553 16 1.2727
4500 07 0.5001 16 1.5787
5000 08 0.6364 16 1.8631

Table 1. Résultats de comparaison entre Box-QP et ASM

5.2 Example 2.

Dans cet exemple, on choisit la matrice D comme étant une matrice déduite
de 'approximation du Laplacien par des différences finies en 5-points :

B I O
-1 B -1
p=| | (15)
—I B -1
O -1 B m2xm?2
ou
41 O
-1 4 -1
B-| (16)
-1 4 -1
O —14 mxm

Avec n = m?. Les vecteurs ¢, [ et u sont générés selon (14). Les résultats obtenus
sont représentés dans le tableau ci-dessous :

6 Conclusion

Dans cette article, nous avons proposé une nouvelle approche pour la résolution
d’un probléme de programmation quadratique a variables bornées avec une M-
matrice, et ce, en introduisant le concept de support coordinateur pour le probleme
(1). La programmation sous MATLAB de notre méthode nous a permis de faire
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Dimension Box-QP ASM

n Iter | CPU Iter | CPU
200 06 0.0091 13 0.2724
400 03 0.0219 13 0.2243
600 03 0.0281 15 0.2467
800 03 0.0358 13 0.2627
1000 03 0.0438 14 0.2970
1400 04 0.0637 14 0.3602
1600 03 0.0726 16 0.4219
1800 03 0.0845 15 0.4383
2000 03 0.0994 13 0.4894
2500 04 0.1504 15 0.6407
3000 03 0.1748 16 0.8372
3500 03 0.2246 14 1.0090
4000 03 0.2792 15 1.2440
4500 03 0.3479 17 1.6073
5000 03 0.4253 14 1.8248
5200 03 0.4399 15 1.9860

Table 2. Résultats de comparaison entre Box-QP et ASM

une comparaison numérique avec la méthode d’activation des contraintes (ASM)
existante dans la Toolbox SVM de Matlab, et de les illustrer par deux exemples.
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